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kSolução do exer
í
io 3-5a) A diferença de temperatura entre dois reservatórios su
essivos é
δT =

Tf − Ti

N
.Vamos 
al
ular a variação de entropia do sistema no pro
esso que o
orredurante o seu 
ontato térmi
o 
om o reservatório j:

∆S(N, j) =
∫ Ti+δT j

Ti+δT (j−1)

CV

T
dT = A

∫ Ti+δT j

Ti+δT (j−1)
dT = δT A.A quantidade de 
alor re
ebida pelo sistema nesse pro
esso é:

Q(N, j) =
∫ Ti+δT j

Ti+δT (j−1)
CV dT = A

∫ Ti+δT j

Ti+δT (j−1)
TdT = AδT [Ti + δT (j − 1/2)].Como o 
onjunto formado pelo sistema e pelo reservatório estão isolados,a quantidade de 
alor re
ebida pelo reservatório é QR(N, j) = −Q(N, j), elembrando que sua temperatura é 
onstante, a variação de sua entropia édada por:

∆SR(N, j) =
QR(N, j)

Ti + δT j
=

Aδ2
T

2(Ti + δT j)
− AδT .1



Podemos, então, 
al
ular a variação de entropia do sistema 
omposto:
∆St(N, j) = ∆S(N, j) + ∆SR(N, j) =

Aδ2
T

2(Ti + δT j)
,ou seja,

∆St(N, j) =
A(Tf − Ti)

2

2N [NTi + j(Tf − Ti)]
. (1)b) Vamos 
al
ular a variação de entropia para o pro
esso 
omposto paraalguns valores de N , usando o resultado obtido na equação (1). Para N = 1,temos:

∆St(1) = ∆ST (1, 1) =
A(Tf − Ti)

2

2Tf

.Para N = 2, obtemos:
∆St(2) = ∆ST (2, 1) + ST (2, 2) =

A(Tf − Ti)
2

2Tf

[

1

2(1 + α)
+

1

4

]

,onde α = Ti/Tf . Finalmente, para N = 3 o resultado é:
∆St(3) = ∆ST (3, 1) + ST (3, 2) + ST (3, 3) =

A(Tf − Ti)
2

2Tf

[

1

3(1 + 2α)
+

1

3(2 + α)
+

1

9

]

.De fato, não é difí
il es
rever a expressão geral para um valor qualquer de
N :

∆St(N) =
A(Tf − Ti)

2

2Tf

N
∑

j=1

1

N [j + (N − j)α]

= ∆St(1)fN(α), (2)onde de�nimos a função fN(α) 
omo sendo a soma na expressão a
ima. Na�gura 1, podemos observar que para qualquer valor de α a entropia do pro-
esso 
omposto ∆St(N) 
om N > 1 é maior que ∆St(1).
) A função fN(α) de�nida na equação (2) não pode ser es
rita em ter-mos de funções elementares (existe uma função espe
ial em termos da qualela pode ser es
rita, mas não vamos entrar nesse detalhe aquí). Podemos,porém, obter uma expressão aproximada para ela no limite em que N ≫ 1,transformando a soma em integral. Vamos mostrar 
omo isso é feito. Noteque o in
remento δj na soma é unitário, de maneira que podemos es
rever:
fN(α) =

N
∑

j=1

1

N [j + (N − j)α]
δj.2



0 5 10
 α

0

0,2

0,4

0,6

0,8

f N
(α

)

Figura 1: A função fN(α). As 
urvas, de 
ima para baixo, 
orrespondem a
N = 2, 3, . . . , 6.Agora, de�nimos a variável x = j/N , e vemos que δx = 1/N . Aproximandoa soma em j por uma integral na variável x, o que deve ser uma boa aproxi-mação quando N ≫ 1, obtemos:

fN(α) ≈
∫ 1

0

1

N2[x + (1 − x)α]
N dx

=
1

N

ln(α)

α − 1
=

1

N
f(α)Vemos, portanto, que para valores grandes de N a função fN(α) se torna 
adavez menor, sendo propor
ional a 1/N . Na �gura 2, apresentamos 
urvas de

NfN (α) e a 
urva limite f(α). Note que de fato 
om N 
res
ente f(α) seaproxima 
ada vez mais de NfN (α).
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Figura 2: A função NfN(α) (linhas 
heias). As 
urvas de 
ima para baixo(para α > 1), 
orrespondem a N = 2, 3, . . . , 6. A linha tra
ejada é a função
f(α), 
orrespondendo ao limite de NfN (α) quando N → ∞.
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